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Clasa a VIII -a

SOLUTII

Problema 1.
Solutie. a) Deoarece ‘(3-x—2-y)2—4-x—2-y+14‘20 si (7—2~x—y)2 >0 pentru orice X, yeR

obtinem 14—4.x—-2-y >0, VX, y € R. Astfel (3~x—2-y)2—4-x—2-y+1420, VX, yeR,
deci ‘(3-x—2-y)2—4-x—2.y+14‘:(3-x—2-y)2—4.x—2-y+14.

Inlocuind in relatia datd vom avea c (3- X—2- y)2 +(7 —2-X— y)2 =0, de unde rezulta
3-Xx—2-y=0si 7—2-Xx—y=0. Din a doua relatie substituim y=7—-2-x si Inlocuind in
prima relatie obtinem 3- X—2-(7—2-X) =0, adica x=2si y=3.
b) Ecuatia poate fi scrisa sub forma 16- y2 —x%=3. y—4 . Descompunem membrul sténg al
ecuatiei si obtinem (4-y—x)-(4-y+x)=3-y—4.
Dacd y>2,cum xeN,avemcd 4-y+Xx>0, 3-y—4>0si (4-y+x)/(3-y—4) de unde
rezultd cd 4-y+x<3-y—4. Obtinem astfel y+Xx <-4, relatie evident falsa pentru x si 'y
numere naturale. Prin urmare y > 2 nu este solutie a ecuatiei, deci y € {0;1}.
Dacd y =0, inlocuind in ecuatia initiald obtinem X2 =4 sicum X €N rezultd X =2.
Dacd y =1, inlocuind in ecuatia initialda obtinem x2 =17 sicum X € N, iar 17 nu este patrat

perfect rezultd ca ecuatia nu are solutii in acest caz .
Deci, solutia ecuatiei este S = {(2; O)} .

Problema 2.
Solutie. @) Pentru a demonstra ca FP || QE vom arita ca <PFE = <FEQ (unghiuri alterne interne

determinate de dreptele FP,QE cu secanta FE).

Unghiurile <xAND, «DPC, «CMB sunt drepte deoarece sunt inscrise Tn semicercuri. Cum
unghiurile «xCMQ, «<CMB sunt suplementare rezulta ca si unghiul <cCMQ este drept . Astfel
patrulaterul NPMQ are 3 unghiuri drepte, prin urmare este dreptunghi. De aici rezulta ca

NP||QM . Dar N, D, P coliniare si Q, M, B coliniare implica DP|| MB (1) Din ABCD
trapez avem ca BA||DC (2)

Obtinem <«PDC = <«QBA deoarece sunt unghiuri ascutite si au laturile paralele (relatiile (1) si
(2)). Notam m(<«<PDC)=m(<«QBA)=« .

in triunghiul dreptunghic ADPC, m(«DPC)=90", [PF] este mediana corespunzitoare

ipotenuzei, prin urmare PF = % = DF, adica triunghiul APFD este isoscel, de unde



rezultd ¢d m(<«DPF)=m(«<FPD)=«.

Dar unghiul «<PFC este unghi exterior triunghiului APFD si de aceea

m(<PFC) = m(«DPF )+m(<FPD)=2-« (3)

Din NPMQ dreptunghi rezulta ca unghiul «tNQB este drept, deci triunghiul A AQB este

dreptunghic cu mediana [QE] corespunzitoare ipotenuzei. Astfel obtinem QE = % = EB,

de unde rezulta ca triunghiul AQEB este isoscel, prin urmare avem
m(<EQB)=m(<EBQ)=«.

Dar unghiul <AEQ este unghi exterior triunghiului AEQB si de aceea
m(<AEQ)=m(<EQB)+m(<EBQ)=2-a (4)

Dreptele paralele AB||CD taiate de secanta FE determina unghiurile alterne interne
congruente <tAEF =<« CFE (5) Dar din relatiile (3) si (4) obtinem ca <tAEQ = <« CFP (6)

Din relatiile (5) si (6) , prin Tnsumare de unghiuri cu masuri egale rezulta ca
XQEF = «PFE , ceea ce implica FP || QE.
P
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b) Avem m(<ADN)=180"—m(<«PDC)-m(«ADC)=180"—a—m(<ADC).
Cum AO,NA este isoscel ([ AO, ], [NO, ] sunt raze ale aceluiasi cerc ) rezultd ca
m(<ANO, ) =m(0,AN ) =90" —m(<ADN ) = 90" ~(180" — & ~m(<ADC)) =
— g +m(<ADC)-90°
Deoarece AO;MB este isoscel ([MO, |, [BO, |sunt raze ale aceluiasi cerc ) rezulta ca
m(<O;MB) =m(O;BM ) = m(«<CBA)+m(<ABM ) = m(<«CBA) +a
Dar unghiurile <QMC, «xBMC sunt suplementare, deci avem
m(<QMO, ) =180° —m(BMO, ) =180" —(a +m(<ABC)) .
In patrulaterul convex MKNQ avem m(<NQM )=90" si obtinem

360" = (& +m(<ADC)~90° ) +90" +(180° —r—m(<ABC))+ m(«MKN ), de



unde m(<«<MKN )=180"—m(<ADC)+m(<ABC).

Cum unghiurile «<ADC, <«DAB sunt alaturate in trapez rezulta ca sunt suplementare, deci

m (<):DAB) =180"-m (<):ADC) . Inlocuind in relatia de mai sus obtinem

m(<MKN ) = m(<DAB)+m(<ABC) =const.

Punctele O,,0, fiind fixe si m(<«O,KO,)=const., punctul K descrie arcul de cerc capabil
de unghiul cu masura egala cu m(<):DAB) + m(<l:ABC).

Problema 3

Solutie.

Se aratd mai intdi cd A este finitd. Intr-adevér, dacd b=min A si ae A\{b}, atunci din
(a—b)|[a,b] deducem (a—b)|a-b. Cum (a—b)|(a—b)rezulta (a—b)|a-b—b-(a-b),
adic (a—b)|b?, deci a<b+b?. Cum aec A a fost arbitrar ales rezulta de aici ci A este
finita.

Fie a=max A si b=min A. Daca d =(a,b), atunci b=d-x, a=d-y, cu

) [ab] xy . . .
X,yeN ,(X, y)=1. Atunci =———==—=—eN". Cum X, y,x—Yy sunt doud cite doua prime
a-b y-x

intre ele, deducem y—x=1, deci y=x+1 astfel cd a=d-(x+1), b=d-x. Atunci

a,b .

%= X~(X+1)e A, deci b< X-(X+1)Sa de unde rezulta d e{X,X+1}.

a_

Cazul I. d =x. Avema=x-(x+1), b= x?. Vom arita cd A nu mai are si alte elemente

inafarade a sib.
Presupunand contrariul, fie c=min (A\ {b}) Analog ca mai sus se aratd ca existad

[a.c]

d’,zeN"astfel incdt a=d -(z+1), c=d -z. Atunci =~ =z-(z+1)c A. Se observa ci
a-c

z-(z+1)# x* =b, deci c<z-(z+1)<a de unde se obtine d e{z,z+1}.

Daci d =z ,atunci a=1z -(Z +1) sicum a= X-(X+l) ar rezulta cd X =z, contradictie

deoarece s-ar obtine b=c.

Daca d' =z+1, atunci a=(z +1)2 si a=x-(x+1) , imposibil.

In consecinti multimea A are 2 elemente.

Cazul Il. d =x+1. Avema= (X+1)2 , b=x-(x+1). Vom arata cd A nu mai are si alte

elemente Tn afard de a si b. Analog ca mai sus, fie ¢ =min(A\{b}). In acelasi mod se obtine
- : : . [ac

a=d -(z+1),c=d -z,cu d,zeN". Atunci u:z-(z+1)e A.Daca z-(z+1)=b,

a-c

atunci x-(x+1)=2z-(z+1)si folosind faptul ca X, zsunt pozitive s-ar obtine X =z . Atunci

a=d'-(x+1) si a=(x+1)" implicd d = x+1 adica b =c, imposibil. Asadar

c<z -(Z +1) <a de unde se obtine d e {Z, z +1} . Cu acelasi rationament ca mai sus se ajunge

la contradictie, deci A are 2 elemente.



